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A T’occasion de plusieurs numéros d’AlmaSoror, nous
avons mentionné —  parfois avec justification, parfois
sans — quelques nombres irrationnels, i.e. qui ne s’ob-
tiennent par par division d’un entier par un autre entier non
nul.

Le nombre e, base des logarithmes népériens, est un
exemple de tel nombre. Nous proposons d’en donner une

courte preuve, dfie a L.L. PENNISI [1].

1 Lenombre ¢

Intéressons nous d’abord a donner une définition du
nombre réel e. Pour ce faire, commencons par définir, pour
chaque entiern = 1,2, 3, . .., le nombre entier

nl=nxn-1)xn-2)x---x2x1,

souvent appelé la factorielle de n. Par convention, on pose
aussi0! = 1.0Onadonc0!' =1,1'=1,2! =2, 3! = 6 etc.

Pour chaque entier n = 0, 1,2, 3, .. ., construisons alors
le nombre réel
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Pour les premieres valeurs de n (de 0 a 10), un logiciel
de calcul symbolique nous donne les valeurs approchées
suivantes pour e, :

1
ZO ) ee  2.7180556
1

9.718254
es 2.5 “

es  2.7182788
eg  2.7182815
€10 2.7182818

e3 2.6666667
es 2.7083333
es 2.7166667

Comme la simulation précédente le suggere, on peut
montrer que les nombres e,, se rapprochent indéfiniment,
lorsque n augmente, d’un nombre réel appelé e, dont I’ écri-
ture décimale commence par 2.7182818 : on dit que e est
la limite de e,, lorsque n tend vers I’infini, et on écrit

e= lim e, =2.718281....

n—oo
Si nous alternons les signes dans I’équation (1), en dé-
finissant pour chaque n = 0,1,2,3,... le nombre réel e/,
par la formule
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ou =+ représente le signe + lorsque n est pair, et le signe
— dans le cas ol nn est impair. Une autre simulation numé-
rique nous fournit les valeurs suivantes pour e/, (n entre 0

et 10) :

/
1
Z? . e 0.3680556
6,1 05 e 0.3678571
2 . /
ey 0.3678819
L 0.3333333 %
Z? 0.3 ¢y 0.3678792
Lo ey 0.3678795

et 0.3666667

Notons que 1’on obtient
2.7182818 x 0.3678795 ~ 1,0000001.

Ceci ne traduit pas un fait du hasard : on peut montrer
que la suite ef), €], €}, €%, . .. se rapproche indéfiniment du

nombre réel 1/e (I'inverse de e). On écrit

1
- = lim e, = e, = 0.367879%4....

e n— o0

2 Le nombre ¢ est irrationnel

Pour montrer que le nombre e ne peut pas s’écrire sous
la forme d’un quotient d’entiers, procédons par 1’absurde et
supposons qu’au contraire, on puisse trouver deux entiers
p et g non nuls pour lesquels

(@)

e==
q

c.-a-d. que e s’obtient par division de I’entier p par I’entier
g. Alors, le nombre réel 1/e, inverse de e, s’écrira simple-

ment
L ¢
e p
qui est aussi un quotient d’entiers. Ecrivons
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avec les conventions de signes évidentes. En multipliant de
part et d’autre cette égalité par p!, nous trouvons

pl _p! p!

pl  p! p!
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qE(erl)><p! (p+1) x (p+2) x p!

Il est a remarquer que le membre de gauche de (3) s’écrit

3)

aussi

P! 1 q
;:p!xg:px(pfl)!x];:(pfl)!xq.

Il s’agit donc d’un nombre entier. D’autre part, la somme

ptpt b ot P!
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des p premiers termes du membre de droite de (3) est
une somme de nombres entiers, puisques les factorielles
de 0,1,2,..., p divisent toutes la factorielle de p. En consé-
quence, la somme des termes restants

p! p!
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doit étre un nombre entier. Or on a
1 1 1

1. I D0+2) G+

En particulier, en rajoutant 1/(p+ 1)(p +2)(p+3) a la

différence
1 1

P+l (p+1)(+2)
on obtiendra un nombre plus grand que cette différence,

mais qui n’égalera pas ﬁ. De la méme fagon, en retran-
chant du résultat obtenu 1/(p 4+ 1)(p + 2)(p + 4), on ob-

tiendra un nombre inférieur & 1/(p + 1) et toujours supé-

rieur a
1 1

p+1 (p+1)p+2)
En continuant de proche en proche, il s’ensuit que la

somme (infinie)
1 1 1

1 D0+ peT D2+ 3)
1

“pp+ D +2)(p+3)(p+4)

1/(p+1) et 1/(p+1) —
Comme il n’existe aucun entier

ey

sera comprise entre

1/(p+1)(p+2)
compris entre ces deux nombres, il est impossible que
la somme (4) soit entiere. Contradiction. L’hypothese de
départ faite sur e — c.-a-d. I’existence d’entiers p et g
vérifiant (2) — était absurde.
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