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Dans ce numéro de juin, on s’intéresse d’abord a une dé-
finition de I’intégrale de Riemann-Stieltjes qui est une mo-
dification, formellement simple, de 1’intégrale de Riemann
permettant de formaliser la notion de moyenne pondérée
d’une quantité continue.

Nous ferons ensuite le lien entre I’intégration a la
Riemann-Stieltjes et les fonctions a variation bornée intro-
duites dans le numéro précédent. Nous acheéverons ainsi un
feuilleton mathématique haletant commencé en Mai. Ainsi,
les lecteurs du journal d’AlmaSoror n’auront pas a souf-
frir — en plus du climat tropical — d’un suspense insoute-
nable.

1 Valeur moyenne d’une quantité
continue

Dans la suite, la fonction continue f(x) définie sur
I'intervalle [0,1] désignera une quantité variable (par
exemple, la température en un point de la Terre en fonc-
tion du temps).

1l est naturel de se poser la question suivante : connais-
sant la valeur f(z) pour chaque 0 < z < 1, comment
définir et calculer la valeur moyenne de cette quantité entre
Oetl.

La difficulté dans ce probléme est qu’on ne dispose pas
d’un nombre fini de valeurs de f(x) mais bien d’un conti-
nuum infini de valeurs (la température en un point de la
Terre peut a priori étre mesurée a n’importe quel instant).

Continuons sur I’exemple d’une fonction T'(t) qui re-
présenterait la température a Paris, au sommet de la tour

Eiffel, le 20 juin 2008 au temps 0 < ¢ < 1 (ce nombre réel
t désignant la fraction de la journée du 20 juin 2008 écou-
lée depuis minuit). Pour calculer la température moyenne
ce jour-13, il est naturel de suivre la procédure suivante :
toutes les heures, de minuit a 23 heures, mesurons la tem-
pérature. Ensuite, sommons ces 24 mesures de tempéra-
ture 7°(0),7(1/24),7(1/12),..., T(23/24) et calculons la
moyenne arithmétique
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Le nombre Theyes devrait rendre compte de la valeur
moyenne de la température ce jour-la.

Cependant, la procédure suivante pourrait étre plus pré-
cise : mesurons la température au méme endroit toutes les
10 minutes de minuit & 23 heures 50 minutes (ce qui cor-
respond a 144 = 6 x 24 mesures successives) et calculons

la moyenne arithmétique
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On a bien entendu envie d’accorder plus de crédit a cette
nouvelle moyenne calculée avec des mesures plus fré-
quentes.

Le lecteur le plus fidele du journal d’AlmaSoror aura
déja deviné que cette entrée en matiere pourrait bien cacher
un passage a la limite fructueux. En effet, nous pouvons,
plus généralement, prendre N mesures de la température
toutes les N/24 heures et en calculer la moyenne arithmé-
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Ensuite, on peut montrer que la limite

tique

T:= lim TN
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existe, i.e. que la moyenne arithmétique Ty s’ approche ar-
bitrairement d’une valeur moyenne limite 7.

Le lecteur averti aura remarqué que les sommes
~ Z;VQOI T (%) sont en fait les sommes de Riemann utili-
sées pour définir ’intégrale fol T(t) dt de la fonction T'(t)
(voir le numéro de Septembre 2006). Ceci signifie qu’il se-
rait bien raisonnable de définir la température moyenne le
20 juin 2008 comme [’intégrale définie

T := /01 f(t)dt.

Revenant a une fonction arbitraire f(z) définie sur I’in-
tervalle [0, 1] ceci nous ameéne a la définition suivante : la



valeur moyenne f(0,1) de f entre 0 et 1 est la valeur de
I’intégrale
1
f(0,1) ::/ f(z)dx
0

2 Moyennes pondérées

Dans la suite, nous allons fixer une fonction F' définie
sur I'intervalle [0, 1] et a valeurs réelles.

Etant donné une fonction f continue sur I’intervalle
[0, 1], on peut penser aux moyennes pondérées
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qui sont calculées en pondérant f(j/N) par le nombre

N-1

=21
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Fn(0,1; F)

F (%) —-F (%) qui coincidera avec I’'usuel 1/N lorsque
F est la fonction identique F'(x) = x.

Etudier la moyenne pondérée par F de la quantité conti-
nue f revient a étudier I’existence de la limite

]?(OvlvF) = Nllm fN(OaLF)

Donnons deux exemples instructifs.

Exemple 1. Sila fonction F' est dérivable, et que sa dérivée
F’ est continue, observons que le théoréme de la moyenne
(voir I'article de Septembre 2006) garantit que I’on peut

écrire pour chaque 0 < j < N — 1
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oll ¢; est un point compris entre j /N et (j+1)/N. Lorsque
N grandit, nous obtenons
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puisque F’ est continue et que F'(¢;) ~ F’'(j/N). On
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reconnait dans la derniére expression la N®™ somme de
Riemann de la fonction z +— f(z)F’

[0, 1]. Dés lors, la limite
N-1 . .
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(z) sur Iintervalle

f(0,1;F): 1

est simplement la valeur de I’intégrale

/01 f(x)F'(z)dx

En particulier, ce raisonnement garantit 1’existence de la
moyenne pondérée f(0,1; F') lorsque F est dérivable et
que sa dérivée est une fonction continue.

Exemple 2. Prenons maintenant une fonction F' tres
simple, mais non continue, définie par F'(z) = 0 lorsque
0 <z <1/2etpar F(z)lorsque 1/2 < < 1. Il est clair
que pour chaque entier NV et chaque 0 < 7 < N —1,1a

() (3)

est nulle a moins que ’on ait j/N < 1/2 <

différence

( + V/N
ce qui se produit a chaque étape N pour un seul entier 0 <
jn < N —1; dans ce cas cette différence égale I’unité. En
conclusion, on peut écrire
Fv0,1F) = £ (2.
N

Or, par le choix de jy on trouve limpy_. ]WN = 1/2
puisque ’on a
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pour chaque entier N. En conséquence, on déduit de la
continuité de la fonction f que

F0.1:F) = Jim_f (‘7]1;) — (;) .

Dans le cas ol la moyenne pondérée f(0, 1; F) est bien
définie (i.e. que la limite limy fx (0, 1; ') existe) nous la
noterons, pour rappeler son mode de construction,
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et nous I’appellerons ’intégrale de Riemann-Stieltjes de f
par rapport a F'.

Comme nous venons de le voir, 1’intégrale d’une fonc-
tion continue par rapport a une fonction F' peut exister sans
que F' soit continue. Le résultat suivant fait le lien avec les
fonctions a variation bornée (voir le numéro de Mai 2008).

Théoreme 1. Si [ est une fonction continue sur l’inter-
valle [0,1] et si F' est a variation bornée sur [0,1], alors

I’intégrale de Riemann-Stieltjes fo x) dF (x) existe.

La démonstration de ce théoréme n’est pas évidente
mais le lecteur intéressé pourra trouver une preuve dans
le livre de H. Kestelman, Riemann-Stieltjes Integration.



